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ТЕОРЕМЫ ВЛОЖЕНИЯ ТИПА СОБОЛЕВА 
НА ОБЛАСТЯХ ДЖОНА ГРУПП КАРНО 
Рассматриваются конечномерные группы Ли со стратифи­
цирован ной нильпотентной алгеброй Ли (группы Карно) с суб­
римановой метрикой (метрикой Карно - Каратеодори). На об­
ластях Джона общих групп Карно доказаны теоре:-..1ы вложе­
ния типа Соболева: в пространство интегрируемых функций, 
в пространство непрерывных функций, в пространство Гельде­
ровых функций и в пространства Орлича. Оценивается норма 
оператора вложения в зависимости от геометрии области. Ис­
следована компактность оператора вложения. 
Ф. Джон при изучении устойчивости изометрий ввел обла­
сти с ограниченными внутренним и внешним радиусами (об­
ласти Джона) на евклидовом пространстве [4]. Области Джо­
на можно рассматривать как естественное обобщение класса 
липшицевых областей и областей, удовлетворяющих условию 
конуса. 
В евклидовом пространстве теоремы вложения на областях 
Джона установил Ю.Г. Решетняк [7]. Вложение в пространства 
Орлича доказаны С.И . Похожаевым [6] для ограниченных об­
ластей с локально липшицевыми границами и В .В . Трушиным 
[9] для более широкого класса областей, чем области Джона. 
На группах Карно глобальные теоремы вложения могут 
быть найдены в работе [1] . Теоремы вложения на областях 
Джона при l = 1 установлены в [З]. 
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Группа К~рно G - это связная односвязная нильпотснт­
ная группа Л11 с алгеброй Ли V = V1 ЕВ··· ЕВ Vm, где [V1, \t';) = 
= Vi+1 , i = 1, . . . , rn - 1, [V1, Vm] ={О}, diш V1 = п . Пусть ш~во­
инвариантные векторные поля Х1 , ... , XN образуют базис ал­
гебры Ли v так, что xdim V1+· ··+dim v,_1+1, .. . , xdim V1+· · +diш \ 1; -
базис Vi. Введем координаты первого рода: х=(х1, ... , XN) = 
= exp(I::f:. 1 xixi)(e), где е - единица группы . Мера Лебега на 
JR.N является биинвариантной мерой Хаара на G. 
Метрика Карно - Каратеодори dcc определяется как ин­
фимум длин горизонтальных кривых, соединяющих две точки 
(кусочно-гладкая кривая 'У называется горизонтальной, если 
')'(t) Е V1(1(t)) для почти всех t) . Размерность Хаус­
дорфа относительно метрики Карно - Каратеодори равна 
v = 2:::~ 1 (i dim Vi). 
Область П в G называется областью Джо.ыа J(a, /3), если 
существует выделенная точка хо Е П, такая, что всякая точка 
х Е П может быть соединена с хо кривой -у; [О, l] -+ П, l ~ /3, 
параметризованной длиной дуги, так, что 1(0) = х, 'Y(l) = хо, 
dist(1(s), дП) :;:::: as/l для всех s Е [О, l] . Для формулировки 
теорем вложения определим следующие функциональные про­
странства на П . 
1) ПРОСТРАНСТВО СОБОЛЕВА W~(П,IR.), l Е N, 1 ~ р ~ оо, 
состоит из измеримых функций f: n -+ R, имеющих обобщен­
ные производные xrh f при d(Ih)::;; l и конечную норму 
llfllи'~(n,IR) = llfllp,n + L IJXIh fl lp,n, 
O<d(lh)~l 
где ll ·Jlp,n - Lр-норма измеримой функции на n, xrh=Xi1 • · • Xik 
- дифференциальный оператор, задаваемый мультииндексом 
Ih = (i1 , .. . ,ik) Е {1, ... ,п}k с весом d(I) = k . 
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2) Сk-ГЛАДКИЕ ФУНКЦИИ. Функцня f: n -r JR принадле­
жит классу Ck(st), k = О, 1, ... , если J непрерывна вместе со 
всеми своими нроизводными х11. f нµи d(Ih) ~ k, и конечна 
норма llfllck(SJ) = sup{jX1h J(x)I: х Е n, d(Ih) ~ k }. 
3) ФУНКЦИИ С ПРОИЗВОДНЫМИ , НЕПРЕРЫВНЫМИ ПО 
ГЁЛЬДЕРУ. Определим сперва внутреннюю метрику сЕ}, 
о< т ~ 1: 
~(х, у)= inf { t(d,,,,(x;, хн)) т 1 Х = хо, Х1, . .. , Xj =у Е fl, 
d,,,,(x;, Xi-1) ,;:; max{ dist(x;, д!J), dist(x;-1, д!J)}, i = 1, ... , j}. 
Если n - область Джона, то она ограничена в метрике сЕ; для 
всех т Е (О, 1] . 
Пространство Ck,т(n), k = О, 1, ... , О < т < 1, состоит из 
сk-гладких функций f: n -r JR с коне•шой нормой 
+ sup 
х,уЕП., х#у, d(/ h)=k 
1x1h J(x) - х11. f(y)[ 
~(х,у) 
4) КЛАСС ФУНКЦИЙ C1~~(S1) - это подмножество сk-глад­
ких функций с конечной нормой 
llfllck,1(n.) = sup 1х11. /(x)I+ 
loc хЕП., d(/1.)~k 
+ sup 




5) ФУНКЦИИ С ОБОБЩЕННЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ КЛАССА 
ОРЛИЧА. Пусть Ф(t) = exp(t'1) - 1, Т/ ~ 1. Обозначим через 
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сk,Ф(П) пространство функций f: n -t IR, имеющих непре­
рывные производные X 1h J при d(Ih) < k и обобщенные про­
изводные Х1" f при d(Ih) = k, удовлетворяющие следующему 
условию: J Ф(IXI" J(x)/) dx < оо. 
n 
Норма в пространстве ck,Ф(n) задается как 
llfllck,Ф(Щ = sup /Хт" J(x)I+ 
з:Еf!, d(l")<k 
+ inf {Р > о! j Ф схт":(х)I) dx ~ 1, d(Ih) = k } · 
n 
Очевидно, что со,Ф совпадает с пространством Ор;шча LФ. 
Теорема 1 (теорема вложения). Пустъ l Е N, k Е z+, k < l, 
1 ~ р < оо и П - областъ Джона J(a, {3) на G. 
(1) Если (l - k)p < v, то w;(n) неnрерь~вно вкладывается 
в И'qk(n) при 1 ~ q ~ vp/(v - (l - k)p) (здесъ W~ = Lq)· Норма 
оператора вложения удовлетворяет следующе.му соотноше-
н:и.ю: 
( )
l-l-k+11 l/ill ~С {3/а (diamn)-и/p+и/q max{(diamn)1-k, 1}. 
Если q < vp/(v - (l - k)p), то вложение вполне непрерывно. 
(2) Если (l - k)p = v и р > 1, то w;(щ неnрер'Ы6НО вкла­
дъ~вается в Ck,Ф(n) с Ф(t) = exp(t'I) - 1, 71 ~ р/(р- 1). Если 
Т/ < р/(р - 1), то вложение вполне непрерывно. 
(3) Если р = 1 и l - k = v, то w;(щ вполне непрерыв­
по вкладывается в Сk,Ф(П) для всех 71 Е [1, оо) и неnреривно 
О'КJ/,адывается в Сk(Щ. 
(4) Если (l - k)p > v и (l - k - l)p < v, то w;(Щ вполне 
пепрерывно в'К.11.адивается в ck ( П) и непреръ~вно вкладывает-
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ся в Ck·т(n), О < т ~ l - k - v/p < 1. Если т < l - k - v/p, то 
вло:ж:ение в ck,т(n) вполне непреръ~вно. 
(5) Если (l - k)p > v ·и (l - k - 1)р = v, то W~(n) нпилне 
непреръ~вно вкладывается в Сk(П) и Сk,т(П) при всех т Е (О, 1) 
и непреръ~вно вкладъ~вается в с]:·; ( n). 
В пунктах (2) - (5) нормъ~ операторов вло~сения удовле­
творяют с.ледующе.му соотношению: 
( [З) 1-l-k+v+v/p //i// ~С ;:_; (diamn)-111Pma.x{(diamn)1-k, 1}. 
Доказательство теорем вложения основано на специальном 
интегральном представлении дифференцируемых функций 
на группах Карно, теоремах вложения для потенциалов Рисса 
[2, 10] и теореме тина Зигмунда - Кальдерона. Далее остается 
еще один шаг - переход от локальных оценок к областям Джо­
на. При этом необходимо оценивать зависимость от параметров 
области Джона. 
Для формулировки интегрального представления нам по­
надобится еще одно понятие. Определим квазиметрику, экви­
валентную метрике dcc: d00 (x,y) = sup {/(x-1y)i/ 1/degX;}, 
i=l"."N 
где deg Xi = { k / Xi Е Vk} - степень векторного поля Xi, 
см. [5]. Обозначим через Вох(а, r) = {х : d00 (a, х) < r} шар 
в квазиметрике d00 . 
Теорема 2 (интегральное представление). Пустъ l > О и 
функция и Е C00 (G). Тогда 
и(х) = jи(у)ср(у- 1 х) dy + L ! X 1hu(y)K11, (у- 1 х) dy (1) 
G d(lh)=IG 
для всех х Е G, где 
'РЕ C 00 (G), supp<p ~ Вох(е, 1) \ Вох(е, 1/2), 
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J 'Р(х) dx = 1, J х°'<р(х) dx =О, О< la\ < l, 
Вох(е,1) Вох(е,1) 
K1h Е C 00 (G \ {е}), suppK1h ~ Вох(е, 1), 
JXJh К11, (x)J ~ Md(Jh)doo(x, P)-l+d(Jh)+v для всякого Jh. 
Перепишем формулу (1) в JR.n: 
и(х) = jи(y)VJ(X - у) dy + L J D°'u(y)Ka(x - у) dy. 
JRn jaj=IJRn 
Отметим, что данное интегральное представление является но­
вым и в евклидовом случае, поскольку ядро интегрального опе­
ратора в (1) зависит только от х - у, а не от (х, у - х), см. [8]. 
Доказательство интегрального представления основано на 
представлении функций с помощью свертки с ядром, которое 
есть сумма двоичных растяжений. Данный метод может быть 
рассмотрен как часть воснроиз1юдящей формулы Кальдерона. 
Доказательство сформулированных результатов приведено 
в работе [11]. 
Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (про­
ект 08-01-00531) и программы Президента "Ведущие научные 
школы РФ" (проект НШ-6613.2010.1). 
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